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ORIGEN DEL PROBLEMA

En 1904 y tras proponer el modelo atómico del plum
pudding, el científico británico J.J. Thomson expone
el siguiente problema:

Determinar la mínima energía potencial electrostática
en una configuración de n electrones situados en la su-
perficie de una esfera que se repelen los unos a los otros
en virtud de la ley de Coulomb.

Dicho problema admite la siguiente formulación:

mı́nE1(ωn) =mı́n
n
∑

i, j=1,i< j

1
||x i − x j ||

.

donde ωn = {x1, ..., xn} son puntos de S2.

De hecho, el problema de Thomson no es más que un
caso particular de un problema más general conocido
como el problema de minimizar la energía de Riesz
o s-energía, que viene dado por la siguiente formula:

mı́nEs(ωn) =mı́n
n
∑

i=1,i< j

1
||x i − x j ||s

donde s toma valores en el intervalo (0,∞).

CASO PARTICULAR: 5 PUNTOS

Estudiaremos la solución del problema de la s-
energía para 5 puntos situados en la superficie de
una esfera, es decir, intentaremos resolver:

mı́nEs(ω5) =mı́n
5
∑

i=1,i< j

1
||x i − x j ||s

ESTADO DEL ARTE

El problema de minimizar la s-energía para 5 puntos
es un problema que sólo está resuelto parcialmente.

Se conoce la solución exacta solamente en 4 casos:

Cuando s −→ 0, estructura óptima consiste en
colocar los 5 puntos formando una estructu-
ra bipiramidal : dos puntos están situados en
los polos y los otros tres forman un triángulo
equilátero en el ecuador. La estructura bipira-
midal es también la solución cuando s = 1 y
s = 2 (ésto se conoce por una complicada prue-
ba computacional [1] [2]).

Cuando s −→ ∞ la estructura que minimiza
la s-energía es una pirámide cuadrangular de
altura el radio de la esfera, una estructura pi-
ramidal.

APLICACIONES PRÁCTICAS
El problema de minimizar la s-energía se encuadra dentro de un conjunto de problemas aún más general, que
consiste en realizar una buena distribución de puntos en la superficie de una esfera. Dichos problemas cuentan
con numerosas aplicaciones prácticas, entre las que destacan:

La modelización de una estructura óptima de las gotas de metal confinadas en las Paul
traps.
El análisis de las grandes estructuras de fullerenos, moléculas de carbono de gran im-
portancia para la nanotecnología.
La descripción de colecciones de puntos apropiadas para interpolación y cuadratura.
El conocimiento de la distribución de los agujeros en las partículas de polen de tal forma
que optimicen la germinación.

NUESTRO APORTE: ESTUDIO DE DOS ESTRUCTURAS

Trabajando con puntos en la esfera S2, resulta sencillo identificar dos estructuras básicas, las dos únicas estruc-
turas de 5 puntos que se sabe que son solución para algún s: la estructura bipiramidal , tal como la describimos
anteriormente, y la estructura piramidal (con altura h) en la que cuatro puntos forman un cuadrado y el otro
punto pertenece a la recta perpendicular al plano por el centro del cuadrado definido por dicho cuadrado y
tiene altura h sobre el mismo.

Nuestro trabajo ha consistido en:

1. Demostrar que para una es-
tructura piramidal, existe una
única altura hs ∈ (1, 5

4 ) que mi-
nimiza la s-energía para cada s ∈
(0,∞).

2. Hacer un estudio comparativo
de las dos estructuras.

3. Calcular el primer (y pre-
sumiblemente único) punto de
corte de ambas gráficas, s ≈
15,048077392.
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RELACIÓN DE LA ENERGÍA LOGARÍTMICA CON LA FÓRMULA ABS
Los puntos situados en una esfera que maximizan el producto de sus distancias mutuas se denominan puntos
elípticos de Fekete , dichos puntos minimizan la energía de Riesz cuando s −→ 0. Aunque el problema de
minimizar la s-energía cuando s −→ 0 ya está resuelto para n= 5, vamos a proponer una hipótesis sobre esta
energía a través de la fórmula de Armentrano-Beltrán-Shub
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Esquemáticamente:
zi y x i se relacionan por la proyec-
ción estereográfica.
f es el polinomio con raíces zi .
µmide la estabilidad de las raíces
de f .
|| f || es la norma de Bombieri.

que pone en relación expresiones que pertenecen a ámbitos de las matemáticas muy distintos.

Hipótesis : La disposición de puntos que minimiza E0(ωn) es la misma que minimizaM y que maximizaN .

Estructura bipiramidal E◊0 (ω5) = 2,511 M ◊ = 4.d740 N ◊ ≈ 4,472
Estructura piramidal E40 (ω5) = 2,520 M4 ≈ 4,897 N 4 ≈ 4,459

Dicha hipótesis se verifica en el caso de 5 puntos si sólo consideramos las estructuras piramidal y bipiramidal.


