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1. energía de riesz
Colecciones de 𝑁 puntos en 𝕊𝑑

𝜔𝑁 = {𝑥1,… , 𝑥𝑁} ⊂ 𝕊𝑑
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Figura 1. Dos distribuciones de puntos en la esfera.
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Nos interesan las colecciones queminimi-
zan la energía de Riesz o 𝑠-energía, defini-
da como

𝐸𝑠(𝜔𝑛) = {
∑𝑖≠𝑗‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖−𝑠, si 𝑠 > 0
∑𝑖≠𝑗 log‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖−1, si 𝑠 = log

2. distancia de separación

Definición 𝛿(𝜔𝑁) ≔ min
1≤𝑖≠𝑗≤𝑁

‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖

Decimos que una familia {𝜔𝑁}∞2 está bien
separada si existe una constante 𝐶 =
𝐶(𝑑) > 0, independiente de 𝑁, tal que para
todo 𝑁 ≥ 2 se cumple que

𝛿(𝜔𝑁) ≥ 𝐶𝑁−1/𝑑.

3. el problema
Determinar si los puntos de una configura-
ción 𝜔∗𝑁 que minimiza la 𝑠-energía en 𝕊𝑑

están bien separados para todo 𝑁.

4. motivación
Disponer de puntos bien separados en esfe-
ras y otros conjuntos tiene importantes apli-
caciones prácticas:
• Interpolación y aproximación de funcio-
nes.

• Evaluación numérica de integrales.
• Diseño de señales en telecomunicaciones.

5. estado del arte
Resuelto 3

• 𝑑 = 1
• 𝑑 = 2
• 𝑑 ≥ 2, 𝑠 ∈ [𝑑 − 2, 𝑑)

No resuelto 7

• 𝑑 ≥ 3, 𝑠 ∈ (0, 𝑑 − 2),
𝑠 = log

6. puntos bien separados en 𝕊1

¿𝑁 puntos en 𝕊1 bien separados? Puntos equiespaciados
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En el caso de la energía de Riesz, las únicas configuraciones mini-
mizantes son las equiespaciadas y están bien separadas:

𝛿(𝜔∗𝑁) = 2 sin
𝜋
𝑁
≥

4
𝑁
.

7. puntos bien separados en 𝕊2

¿Están bien separados los puntos que minimizan la energía logarítmica en 𝕊2, conocidos como puntos elípticos de Fekete?
Rakhmanov, Saff y Zhou (1995): 𝛿(𝜔∗𝑁) ≥ 3/(5√𝑁); Dubickas (1996): 𝛿(𝜔∗𝑁) ≥ 7/(4√𝑁); Dragnev (2002): 𝛿(𝜔∗𝑁) ≥ 2/√𝑁 − 1.

nuestro aporte. Si 𝜔∗𝑁 es una configuración que minimiza la energía logarítmica en 𝕊2, entonces 𝛿(𝜔∗𝑁) ≥
19
25

1
√𝑁

.

Idea de la demostración:

1. Proyectamos los puntos de la configura-
ción minimizante.
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2. ¿Cómo elegimos 𝑟(𝑠) y 𝑅(𝑠)? Optimizamos
ese proceso.
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1 ≤ ∫|𝑧′|
0

𝑅(𝑠)(1+𝑅(𝑠)2)𝑁/2

(𝑅(𝑠)−𝑟(𝑠))2
𝑑𝑠

3. La buena separación en el plano implica
buena separación en 𝕊2.
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8. puntos bien separados en 𝕊𝑑

Primera aportación

Teorema (Kuijlaars, Saff y Sun, 2007). Para 𝑑−1 ≤ 𝑠 < 𝑑, existe una
constante 𝜆𝑠,𝑑 > 0 tal que para todo 𝑁 ≥ 2 y cualquier configuración
𝜔∗𝑁 en 𝕊𝑑 de 𝑁 puntos que minimizan la 𝑠-energía,

𝛿(𝜔∗𝑁) ≥
𝜆𝑠,𝑑
𝑁1/𝑑 .

Mejorado más tarde y ampliado a 𝑑 − 2 ≤ 𝑠 < 𝑑 por Dragnev y Saff
(2007) y Brauchart, Dragnev y Saff (2014).
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¿quieres saber más?


